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EII noestro estudis de fisico, con frecuenda necesitamos irabajar con candades fss-
cas que denen propledades numérbcas v direccionales, Como se hlzo ndar en & secchin
21, las canikillades de esta narwmlesa son canidades vectoriales. En esie mpn:l:ln SE EXpEEIE
el dlgebra veciorial ¥ aljunas propiedades generles de cantidades vecioriales. Estudiamos
la adicion ¥ sustraccion de cantsbabes vecloriales, junto con algunes apdicacksnes Coamanes §
sliackiomes fisicas.

En todo este texbo se msan cantidades secioriales v, por 1o tanio, es impertinn que ] os-
rdiamte dombne wnw sos propledades grficas comdo Jas algebradcas

3.1 Sistemas de coordenadas

AT IS R e ] ARpERC IS de la fisicw s¢ nelacksnan oon |a s i un L £ el eapacii,
En el capilo 2, por ejempdo, vimos quee la descripoidn matenudtica del movimienio de un
oljeto regquiere un método para descrildr la posicion del objets en varos instobes, Esta
descripebin se logra con el use de coordenadas, v en &l capiolo T uillizamos el siseema de
coordenmdas camesianas, e=n el gue b sjes hormonal v verticall @2 oneman en on punto defi-
bl eomar el origen (g 315 Las coordenacas cartestanas tambén se denominan oo
demaidias recienguliere,

A veres es mils comenients representar un punio en un plano por sus ceombenadoes foloes
planai (£ 8). coma se ve en s Ggura 330, En ese dileae de cosdenados fodares, © o8 la distan-
ria desle = origen al i que tiene coordenadas caresianas, (x5, v e el dngulo enore
umit recta bragada del ongen al punto y onoepe fijo. Este ge fijo suele ser el gje x positno, v @
por b generl s mbde en seniblo dexsindgine desbe dicho epe, Del iridngulo receingulo de
la figura 3.2h, encontramos e seT = yiry que oos 8= x'r, {En &l apé:ul:'irl- B4 e da un
repaso de fundienes gonomanicas ) Por o ante, comenmando con las coosrdensdas paola-
res planas de cualipeier punin, podemiom obiener bis coordlenadas cartestanas mediane e
usa de las eonaciones siguicnies:

T = ridem N [31]
= riem f (A7)
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Figura &1 Designaciin de pumsios de i sstema
(¥ e coomdenadas caresianas. Tode pomio el marcado
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Figurs 3.3 (a) Las conmienades poe
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gulo reccisgubo empleadn pam
relacicmar {x ¥ con (g 40
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Adlennhs, las definbciones de wigonometria nos dicen que

mnd = 4:— {3.3)
rm Y 4+ ¢ (3.4}

La ecuacidn b4 es ¢l conocido teorema de Fidigoras,

Estas cuatro expresiones que relacionan las coordenadas (x ¥) oon s coordenadas
{z &) s aplican sdlo cuando 8 el definkdo come se msestra en la Rgura 3.2a, & dedr,
cuanilo ﬂpnn'l:i\uuu.u '.'ungn.hmu:ﬁdn en sentido d.l:n:l.rﬁg'imtlul:lr el :]: :pmili.rn. l:.il.,lgu-
nas cabiuladoras cientificas hacen conversiones entre coondenacdas cartesiainas y polares con
hase en estas convenciones estindar ) 5i el eje de referencia para el dngulo polar 8se sebec-
cinna coume atro diferente al eje & positivo, o & el sentido de 8 creciente se escoge distdngo,
entonces cambiarin bs expresiones gque relacionan los dos conjunbos e coordenadas,

mmmmd:mpmnﬁlphmqm hﬁﬁndepmhh‘mquwiﬁmld:lnﬂmhﬂ.ﬂuﬂr
| (g, y)= (=550, =250) m, comd o= ve en ll.ﬁg'u.rl 3.5 Hillense pitl:lh:lm'hqmeul:u'l'mmm Tucrlmmﬁr:mnl:l.ue:l.]:llcl.u.l A s
| las coordensdas polares de este pango. ta escraregla, cuando o lecror se familiarice con ella y la aplique
por = mismio. El dibugo de la figura 3.3 nos syvoda a
| Solwcldn Por medse de los cjemplos de Sse v bos dos capitubos sar @ problema. Podemos clodcar fer cotegorias fsie conmo un
| ehgudentes, lusiramos el uso de la esrategia general para la so-  problema de sustioaciones, De la scuacidn 5.4,

T iy ] r=Ya® + ¢ = V(=850m)* + (<250 m)? = 4.30m
[l
L1 y e la ecuaciom 8.3,
F.-'-m"l L1
= wim]
] I _J_ = 2 5l m _
-r,q", - tan & ey Ty 0.714
-850, -25000 [ ]
: ] : [ 1 = 21§
Figura sctiva 3.3 (Fjemplo 5.1) Encontrar coordenadas polanes
eumrle se dam cenpdensda canssianas. Miieese que es necesario usar bos signos de xe 5 parm hallar que
el punbo se enoucnira en el wercer cuadrante del sistema de
j En of wincwlo Active Figures ea hip:/ /www.pses.com, coordenadas, Fsso s, # = 2167 v no 3557,

usied pueds mover &f pundo an &l plana oy § obserndar cdmo |
cambian sus coardenades poalares y cariegianas,

3.2 Cantidades vectoriales y escalares

Coma se himmu::mdnpfmh?.:lgnnunnﬁd:duﬂﬁmumumhhduunhrﬂ.
mniETras g ol son cantidades vecooriales, Cuando s desea conocer b emperatura ex-
ierior para saber qué ropa wsar, la dnica informacidn necesaria s un ndmero v la unidad
“grados C° o “grados F. La temperatura es, por Lo anto, un epempdo de una contided sonlar

Una camtidad esealnr esud especificada completmente por un solo valor con s wi-
dad apropiada v no tene direccidm.

Chirns ejemplos de cantidades escalares son volumen, masa, mpidez v los interalos de tiem-
po Se usan ks reglas de aribmética ordinaria para manipular cantidacdes escalares.

Sl el bector se esud preparando para pillotear un oddn pequeho v necesita comnooer la ve-
beridad del vieneo, dels conocer ka EIFi.IiEE diel viento v su direccida. Dehido a que la aflirecs
chibn e imporianie para su completa clastficackdn, la velocidad &5 una canfadad vertomal
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Una cantldad wectorial esui especificada completamente por wn mimern y unidades
a.|;||'m|:|i:|.|:|.u. mus una direccidn.

Do ejemiplo de una cantidad vectonial es e desplazamienie, como sabemos del capite-
lo 2. Supongn que una particula se mueve de algin punio & hasta algin punio 8 a o argo

cle una wavectoria recta, comed se¢ ve en la figura 5.4, Representamos esse desplasamienco al
irazar una Aecha de & a 8, con pm'l.l.:.d-: la flecha ::Fn.mnrldn desde &l punio imicial. La

direccidn de la punia de Hecha representa ba direccion del desplazamiento, v la longioad de
la Necha representa b magnioed del desplazamienio, 5 la partdcula s mueve a lo lago
de alguna otra rayectonia de & a 8, por cjemplo la linea punteada de la fgura 3.4, su des
ﬂlm“m“milhﬁthumdadeﬂla@.ﬂduphmﬁmmdzpﬂﬂclﬁbdc L=
posiciones inicial y final, de modo que el vector desplacamiento e independiente de b -
yeclonta omasida entre estos dos puntos,

En este wexio usamos letras negritas, por ejemple A, para represeniar una cantidad vec-
towrial, Es il oftr notacidn cuando es dificil la notacidn en negritas, como es e caso ouan-
do s escribe en papel o en und pizarrs, ¥ consiste en escribir wna lecha sobre o simbolo
del vector: A La magnimd del uetlnr.l.uem'ihe:.umdnLlLL:nuglﬁnﬂdeunmmr
tiene unidades fisicas, por gjemple metros parm desplacumienbe o metros por segundo para
velocidad. La magniod de un veoor dempes o5 un nimero pasitive.

[ - i
i Pregunta rdpida 3.1 De las siguienics, scuiles son cantidades vectoriales v |

cuiles som cantidades escalares? {a) su edad (b} accleracidn {c) sebocidad (d) rapbdes |
(e] masa,

3.3 Algunas propiedades de vectores

Igualdad de dos vectores

Para muchos propisitos, dis vectores & v B pueden definirse como iguales s tenen b mis-
ma magnined v apuntan £0 la misma direccion, Esioes, A = Badlo s 4 = Byl Ay B apun-
tan en & misma direccidn a lo l:.rg-u- de Hneas 'anl-:hu I'-l:u'q_pl:'rnph, todos los vectores de
L figura 3.5 son iguales, sun coando thenen diferentes puneos iniciales, Esea propiedad nos
pcmim 0 un d.ul;nmn. T 10 YWEChnr & una |m|.iri|‘xr| Fun]el.: A & mismio sin afecmr &
VECEGL

Adicidn de vectores

Las reglas para adiciin de veciores se describen en forma conveniente con mémdos gnifi-
cos. Mara adicionar el vector B al vecior A, primero se trara el vector A en un papel de gri-
ficas, con su magnitud represenieda por una cscala comveniente de longined, ¥ luego se tra-
A el veoror B oa la misma escala oon sy oola inickando de la puanca de Ay comn s msesira
en la figura 36 El vector resultante B = A + B e ¢l vector trazado desde la cola de A
hasta la punta de B.

Por ejempls, s una persona caming 3.0 metros hacta €l e v luego 440 metros hacia of
FTE, COMT0 BE VE £ li.ﬁ!;u.n .7, se encontraria a 5.0 meoros de donde inkcid, medido a an
dngube de 55° al norte del esee, Su desplazamiento weal es el vector adicidn de los despla-
milenss Individiaabes,

Tambéfn se puede wsar una construcciin geométrica para sdicionar mds de dos vecto-
res. Este se llustra em la figura 3.8 para el case de cuatre vectores, El vector resuliante R =
A+ B+ C+ Ies el VECEDT gue :nn'l.pl-:l:l:l'pu-]ignnn. Einﬂzlp:hhulﬂ:lfﬂ:l-
trazado desde la cola del primer vectar hasia la pania del dliimo vecior,

Cuando s¢ sdickenan dos veciores, la adicidn ﬂ:ind.epeudiem: del arden de la adicidn.
{Estor puede parecer trindal, pere oomo se verd en el capitulo 11, e onden e imporante

& -l'.—

Figura 34 Cuando una parmicala se
md.:ﬁlﬁ.:.lnhrgu:ltmu
s limea, pransesda, su desplazamiemio
&4 una cartdad v ol mosrads
por la flecha mrarada de & o &

y
f.ﬁ’ ff“" .

Figura 1.8 Exos oustno veonares
san iguales porque denen onginsdes
iguales ¥ apantam en la misma
alireerain.

[

-

Figura 38 il se adicions iia
wector Boa un veoor A; la resubanee B
s ¢l vevior que corme de kb cola de &
i la punia de B

A AOVERTENCIA!

3.1 Adicidn wactorial
contra adiclén escalar

Reciserde que A + B = O es muy
difereite de A + B = L La prifmera
8 una adiciin veciorial, que debe-
mos manejar con cuidado, comee es
el caso won el méiodo grifico de-
sritn aqud. La segumida es una sim=
ple adicidn algebraica de nlmeros
que s mansja oon las reglas nor-
males de ariméaica.
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A
para adickinr cumtre veciores, E] vec-
tar pessltamte B es, por definicidn, e

fque completa el poligona.

A
Figura 3.8 Eas constrocchin mies
tra e A+ B o= B + A&, o decin, que
La aclicidin vedborial =5 conmucativa,

Flgura 3.7 Adicstn veciorial, Si camin primmer
4.0 meetros Al eae § lsego 440 meeros &l nore, lo

L

diefar a 5.0 metros de su punto de partida.

cuando se multiplican vectores), Esto puede verse desde |a construccidn geamdmica de la fi-
gara 39, ¥ s conoce como la ley conmutativa de la adicion:

A+«B-H+A {3.5)

Cuando se sdiclonan tres o mis veotores, s adicldn es independiente de la forma en
que los vectores individuales se agropan juntos. Una prueba geométrica de esta regla para
tres vectores se ida en la figura 3,10, Eso se lama bey asociativa de la adicidn:

A+ (B+Cl=(A+HB) +C {3.8)

En resumen, wna cantidad veetorial tene magniiud v direcclén, v tamblén abede-
ce las leyes de la adicidn vectorial como s ve en s figurs 3.6 2 la 310, Cuando se adi
clonan dos o mis veciones, todos ello deben tener las mismas unidades ¥ todos ellos deben
ser del mismo tipo de cantidad, Mo endria sentido adiciomar un veetor velocidad {por

ejemple 6 kmh al este) a un vecior de desplammiente (por ejemiplo, 200 ko al noere],
porgue representan cantidades fisicas diferentes. La misma regla se aglica a escalares. Por
ejemplo, seria inconsspente adiclonar imeralos (de dempo) con rempe raniras,

Negativo de un vector

El negativee del vector A se define como el vecoor que al adlciomarse a A da oero coma L
adicidn vectorial. Esio es, A + {—A&)= 0. Los vectores A v =A tienen la misma magnitud pe-
o apumnban en direcciones opuestas.

A
Figura .10 Construcchones geomstricas para verificar la ley mocians de s adicidn.
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CeA-B

A

[} (b}
Figura 311 (2} Exta constuccidn muesira la forma de suscmaer el vecoor B del vector A El
vecior — B = igual en magnitud al vecvor By apunta en direccidn opuesta. Para sasiraer B de
A, aplicquee [a regla de la sdicion vwesorial a la combinacidin de &y —Be Trade Aca be large de
slgia cje conveniente, pongs 1 cobs de —B en la pusts de &, v C o b diferencia & — B
b} Segunida forma de ver una asarscciie veooal. Fl vector diferencia © = A = B & &l vec-
tor e debemeos adickonar a B para obdener &

Sustraccion de vectores

L sustraccidn de veciores haoe use de la defincion del negativo de un vector, Defindmaos la
operaciin A — B como el vector —B adicionade al vecior As

A-B=A+(-B) 3.7l

Lanmuh'u:riﬁngcnmihiﬂpm:lmhurdmmhﬂﬂmﬂhm:diﬂumuh:uln.ﬁ-

gura 5.1 1.
Orira forma de ver una susiraccidn vectorial & oheservar que la diferencia & — B enere

dos vectores A v B Es o que debe adickonarse al segundo vector para obtener el primero.
En este caso, el vector & ~ B aputudrhpmhddngmﬂnmlhmdﬂ |:|1.'im|=-
o, come se ve e by fgura 8.010,

Pregunta rapida 3.2 Las magnitades de dos vectores A v B son A4 = 12 unida-

des v B = 8 unidades, 20wl de los siguienies pares de nlimenos representa los posibles

| valores miximo v mimimes para la magnitad del vector resultanie B = & + B2 (a) 144

! unidades, 4 unidades (b} 12 unidades, 8 unidades (o) 50 onidades, 4 ansdades (d) nin-
Funa de e50s resgriess,

. Pregunta rapida 3.3 S el vector B se adiciona al vector A, shajo qué condicio-
- nes gl vector resultnte A + B dene magnitud A+ 8F (a) Ay B son paralelos ¥ en la
misma direcciin, (b} & ¢ B son paralelos v en direcciones opuesias, (c) Ay B son per-
pendiculares.

Pregunta rdpida 3.4 Si el vector B se adiciona al vector A, seudles dos de las
siguientes opciones deben ser verdaderss para que el vector resultante sea igual
p cernd (2] Ay B son paralelos v en la misma direccidn, (b} A y B son parabelos v
en direcciones opuestas. (c) A v B tenen la misma magnitud. (d) A y B son perpen-
dlcwlares,

Vateriat chroniony prawem autorskim



Un auo pecorme 2000 kElGmemos rnumbo al nore v luego 350 ki-
lémeemros en direccidn 60,07 al sesie del nore, comoe se ve en ka
figura 8.12a. Hillenzs Ia imad y direccidn del desplazs-
mien o resulante del auto.

Solwcidn Los vectores & v B tramdos en l figura 512 aye
dan a concepfuaimar el problema. Podemos clasifonr por colggerios
et como un problema de andlisis relathamense sencillo en
adirkin veoiorial. El & R es la resuliante cuando
st adicionan los dos desplasamientos individuales & 5 B. Pode-
mes lemads clasificar por calegorias eso coms un problemsa
mﬂ:lm.ihild:hﬁnaﬂm.d:nm:[mmima
NS eXpEriencia e geometria y trigonoibeirii,

En este gjemplo mostramos dos formas para enalizerel pro-
blema al hallar [a resubtante de dos vectores. La primera forma
&5 resoher el problema geoménicamente, con & wso de papel
de graficas ¥ un wransportedor para medis b magninud de By
mdjmnriﬁu:nllﬁg;ma!.]h{ﬂ:hﬂﬂimummlndn:lhn-
mrrmﬁdeuqueulmllm'nndlnﬂn.deh:tmmlnm
res para comprobar sus resublados ) Con una regla v rans-
porador comunes v cormientes, un diagrama grande soebe dar

a dios digioos, pero mo a la precisidn de ines i
mummrmdfmupm umaﬂm
gebralcaments, La magnimd de B s puede obener de b ley
e los cosenos cuando s al im {vea el
B.4). Con 8 = 180F - W$FW+E t?:::.:.
MO0 AT

R=va! + B — 2ABcos d
= (200 km)? + (35.0 km)? = 20200 km)(35.0 km) cos 120°
= 442km

La direccidn de B medida desde la direccidn none pestds
ohtemerse de L ley de los sends (apémdice B.4):

senf

s 8
R

350 km
482 km

snfd = —senf =

R sen 1207 = 0,689

B = 30"

El semto resmltante del amo es 452 kldmeoros &n
uma direciitn 0° al oeste del narbe.

Ahora finelizamo el problema. El dngulo # qoe calculamos |

g‘-nmnlen!.l oo la estimacicn hecha lltrrllﬁ.gm!‘l-.lﬂinmn
un dngule real medislo del diagrama usando €] mérsdo grifi-

cof JEs rasonable que la magnbied de R sea mavor gue la de &

¥ B2 fSan rorrecias las unidades de B2
5 biem es ciermo que o] métods grificn

res funcions bien, ngldldl:l dessentajas, Primsero, hay quie-

s encisETviran que usar las beyes de los cosencs v los senos somn

de adicionar vecio- |

twhﬂs‘mﬂﬂﬂmmtﬂiﬂplﬂhﬂﬂrﬂﬂﬂﬂﬂ'

#silcionan dos vectones. Si e alickonan tres o mas veciores, b
forma geoméwrica resabtante no es un irdngulo, En la seeciin
B4 explorames un meevo méndo de adicionar vectores gue re-
e estas dos deseen s,

LiOnsi passria o7 Suponga gue &l visje fuera tomada con los
dod vaclonks an orden inverscc 350 km a 0,07 8l ceste dal nare
primang, y luego 30.0 km al nore. LC4mo camblarian s magnibud
¥ b direccidn del vechor redultanbs T

Respussts %o cambiarian. La ley conmutativa para b sbicicn
vectodial mos dice que el orden de veotores cn una adickdn mo
s rebmante. Grificamente, la figura 3.12 muestra que los vecso-
res sdicionados en arden inverse nos da el mismo vecor resal-
tante.

H-.I'l.‘-.'lt [mFil .20 () Metoabo gralicn para, haller

el vecior resuhanse de desplazamienic B = & + B (b) Ak

crmar bos vectores em orden imerse (B + &) da <] msmo

ENEEEEEEEEEN "__I |
- =t -I 1 R = = S
SRR 11 ) B YRR
. |;:|-a..|'I|... : t
! [
yikm) 5 T atkm) |
| |
] A i ] | ik :
1] I |
o A [
N I A \h‘ |
0 , 91 '
| | | M|
| : a ;
L] 1| ey 1 e
[ T ok} - 0 el b p—
! |
I d '
EELINEEEEEE || h)
111 111 RN

; resultachs pusa B
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Multiplicacidn de un vector por un escalar

5 an vecior A se mll]l:il]liﬂ.!!.ll’ manhdldﬂuhrpuﬁl:rﬂ m, entonces el Frndl.l.:'l.n mh s
i vechor gue Hene 1 misma direcson qee A v magnitod sl 58 un vector A se multiplica
pior una cantsdad escalar negativa —m, enconces ¢l producio -md & en direcciGn opeesta a
A Par:_jc-mp'lu\. el vector 5A dene Ill!.i.lnl'l.!‘i.l:llﬂ :irmutu.‘i.y:'pml:cu la mmisma direcs
cidin gque A&; el vector -%‘.‘EEHE un tercie de la longitud de A v apunta en la direccidn con-
rraria & A

3.4 Componentes de un vector y unidades
vectoriales

El méwdo grifico para la adiciton de vectores no es recomendable cusondo se necesita una
exactimid muy alea en problemas de res dimensiones. En esta seceidn se describe un méio-
do para la adicidn de vectores que wiliza la proveccion de vectores a lo large de sjes coondi-
nados. A tabes proyecchones se les lama compenentes de un vector ¥ un vofor paede
describirse completamente o partly de sus componenes,

Considere un 1'Ed;||.|:|l.lq|.|.=ﬂl.|émel|:ll.l1n ::.lri"nrmeun:'npﬂn:.ﬂ:ﬁh.m‘in ﬂnnnel:jl.-
posilive £ oo se meestra en la figurs 3.0 3% Este vector se puede expresar como la sdi-
cidin de oaros dos vectores A, v A, Con freouencia vamos a referimos a “componentes de un
vector A7, escrito A, ¥ A, (sin notacion en negritas). El componente A, representa la
cidn de A a lo largo del gje x v b componente A, representa la proyecciim de A a lo largo
del eje . Estos componentes pueden ser positivos o negativos. El componente A, &5 positivo
si A, apunta en la direccidn x positiva ¥ es negativo si A, apunita en la direccidn x negativa.
Lo mismo &3 ciero para el componenbe Ay

Die 1a figura 5,18 y de la definicidn de seno v coseno, vemos que cos @ = AW v que send
= Ay Por lo tanto, kos componentes de A som

(3.8)
(3.8

Estos componentes forman dos Lados de un tidingulo rectingulo con una hipotenusa de
bomginud A. Por lo @anio, s dedece que la magnimd y direccidn de A escdn relacionadas
COn S companentes a través de las expresiones

A= AT+ 4
(2

'Iil

A= Acos
A, = Asen d

e R ]
= RE

Mitese que los signos de los componentes A, ¥ A, dependen del ingulo & Por
ejemplo, si § = THF, entonces A, & negative ¥ A, es positive. 5i 8 = F25°, entonces A, v A,
s pegativos, La figura 314 resumse los signos de los componentes cuando A se encsentra
en bos diferentes cuadrambes.

Cuando resuelva problemas, el leows poede especklicar un veoror A va sea con s com-
pﬂlunmdxrﬁjnﬂm:u wim?ﬁrﬂcidnﬂ T'E"

|
| Pregunta rapida 3.5 Elija la respuesta correcta para que I oracin sea verda-
dera: Un componente de un vector es {a) sempre, {b) nunca, o (c} a veces mayor gque

L
¢ Ay

k)

Flgura 3.13 {aj Un vecion & qui s

encnentie o0 ¢l plano oy puedes ser
represeniado por s ¥ecinres ool
pomentes A, v A, (b El vecior
enmpaneas A, de s y pueils mver-
se & la derecha para que se adicione a
& La adicidn vecborial de los veo-
frrs compeaenbes oy A. Extos tors
wichores forman un indngalo recoin

gulo.

Componentes de o vector &

A IADVERTENCIA!

3.2 Vectores componentes
contra componentes
Laos veciores &, v A son bos veclerer

combonemte de A no deben
confundines con los escalares A, ¥

Ay a2 los que siempre wmmos 3 dena

! Ia magninad del vecior,

Suponga que s¢ trabaja en wn problema de fishea que requlbere descomponer un vector

£ 5L COMTpOnEnEs, En numerosas =.|:|I'u=an1'||:1. B8 Cconyenienie EXpresar b COMPOTEE AEES
dle an sistema de coordenadas que tene ejes que no son horisontal ¥ vertical, pero gque son
perpenadiculares entre si. Si se seleccionan gjes de referencia o un dingule que no sean los
ejes v el dngulo que se musira en ba figura 3,13, los componentes deben modificarse segin
esas diferencias, Suponga que un vecior B forma un dngelo & con el cje & definido en la fi-

rniu:rwd:.l_
¥
A, negatrva | A, positivo
_.q.r.,:ll'\-lll- ,{I-uu:!..-
x

_.1“ Tk .1“ eI

Ay DEgAIVD [ A, EEALYG
Figura 3.4 Los signeos de las com-
preneies de uwn veclos A depentlen

del cuadramie en el que se encuemtre
vt



kv

Flgure 3,15 Vecoores componentes
ile B en s ssaema de coondenadas
e el rotadog

ihi

Figura activa .16 (a) Lo veciones
unigarios B, j. vk estdn dirigichoes a e
large: dr bos ojes =, 5 § & respecia.
meenbe. (b El vecior A = &0 + d.,j
par waii en ool plana oy tene compe-
memtes A, ¥ A,

i Em af vincwlo Active Figures
o Wip: fwviw, paadooom, wefed
pusda hocer girar los ajes de
coorderadis en un espacie [Rai-
mansions p var una mpresents-
cldn dai vectlor 4 e tres
dimrensiare s,

gura 3.15 Los componentes de B 6 bo largo de los cjes « ¥ son By = Beos & v By = B
sen F, especificados por las ecuaciones 3.8 v L8 La magninud ¥ direcciin de B se obtienen
dbir bas expresiones equivalentes @ las ecuaciones 510 v 111, Por bo tants, podess expresar
los compomnentes de un vector en cuabquier sistema de coordenadas que sea convenienie
P una sinscidn en particular

Vectores unitarios

Con frecuencia las cantbidades vecorales se expresan en tdrminos de vectores unitrios. Un
vector unitario &8 un veetor sin dimenslones goe thene ans magnitod de exactamen-
fe 1. Lis vectores wiitarios se wilizan para especificar una direccicn dasfa y no tenen oira
importancia fsca. Se wsan sélo como convemiencia al deseribir una direceidn en ¢ espacio.
Usaremos ks simbolos I..,i.'rk [T TETESETIAT VEriones WA quE APUREADN en las dires-
ciones positivas x, §, ¥ & respectivamente, {Los "sombrerss” solire los simbolbos son wna no-
cidn estdndar para vectores anbarios), Los veciores unimros §, |, ¥ & forman un conjanio
de vechores mutuamente 'pcrpl::ld.iu.lhn:l de un sxiema de coordenadas de mano dereche,
mugnuﬁulﬁmhﬁgmi.l&hmﬂuﬂd:mhwumrmﬂuﬂnuw: I, e cle
cle [l = [§| = k| = L
Considere un vecior A QuE S Encuenin en el '|:|'I.l.|1.-u- Y, CISMO 4 INLESLr en I figara
3.16b. El producio del componenie A, ¥ ol vector onirks § cs el vecwor A, gque se cncuen-
tra sohee el cje =y tene magnitd | A,], (B vector A0 o5 ona representacidn aliema del vee
tor A De la misma manera, s un vector de magnitud | 4] que se encuenira sobre el
eje w (e puesn, el vectar .-1.,.] &4 i representacion alerna del vecior A) En consecucn-
cla, |a notmcidn de vectores unitarios para e vector A =
A=Al +A] fa.12)
For ejemplo, considere un punto siuado en e plano oy que dene coordenadas canesian:is

% 30, como en la hgura 317, El punio poede ser especificada por el vecwor de posicwin r,
que en forma de veciores u.l:l.i'l:riulﬂlid.l.d.npur

r=xi +_'|j {3.13)
Esia noiacidn nos dice que las componenies de r son las longinides xe w

Ahora veamaos como nsar componenies parg adicionar vectores cuando el méodo gl
o o e suficientemente preciso, Suponga gque deseamos adickonar e vector B al vector A
en la ecuncidn 31E donde el veowor B dene componentes 8,y B, Todo b que acemos o
adiciomar los componentes x e § por separsdo. El vecior resultante B = A + B es, por Io
tanib,

R=(Ad+Af+Bi+aH

R = (4, + BJL + (A, + B}j (3.4}
M-u-qu: R= R_,,i L R.jmqu:h :nmpnﬂml.ﬂdr] vecbor resulianbe won
A=A+ B, 1315}
By =4y + B

L b

Figura 117 El punto cuyas coordenadas cunesian e won

{x ¥} puede ser represencdn por el vecior de posiciin i
r=zi + 7




14 » Componentes de un vecior y unidades vecionales L)

Oibtenemos by magnited de B v el dngulo que forma con ¢l eje xa partdr de sus componen-
1es, usando las relaciones

R=9R? + AT = id, + B + (A, + B)? {3.18)
=EL= d hl
1an 3 _H+ k. (317

Fodemos verficar esta adicion por componentes con una constreccon gemmeétnca, oo-
mo se ve e la figura 318, Recuerde que debse womar nota de bos shgnos de bos componenies
cuando use o mévodo slgebraioon o el grafica,

A veces necesitamms considerar situaciones gque comprenden &l masimiento en tres di
recciones componentes, La extensiion de nuestros mdtodos o vecores irdimensionalkes s
sencilla, 51 A v B denen componenies x g v 4 los expresamas en la forma

A=Alsaj+rak {3.18)
B=Ai+Rj+ Rk {3.1g)

La suama e &y B es
Bo= (A, + B0+ (4, + B+ (4, + Bk {3.200

Mabese que la ecuaciin 5,20 difiere de la ecuacidn 3.14: en ba eouscidn 3,20, el vecvor resul-
mnte ambidn tiene un componente £ ] = 4, + 5 5 un vector B tene componentes x, 5,
¥ % la magnived del vecwr 2 & = VRS + BT + R Eldngulo # que R forma con o efe x
se encuentr de la expresiim cos 8, = /K con expresiones similares para los dngulos con
respecto o los epes yy

Pregunta rdpida 3.6 si al menos un componenie de un veewor es un ndmere |
positivin, € vector no puede (a) wener ninglin componente que sea negativa (B) ser ce-

oo fe) tener tres dimensiones,
|

| Pregunta rapida 3.7 siA + B = 0, los comespondientes componentes de los
s vecrores A v B deben ser (a) igu.llr:: ke pnumm {ch nngn.lh'm. (d) e ll:!:l'l.l} £ EHI-
traria,

Pregunta rapida 3.8 :FPam cuil de los siguientes vectores s la magnitud
del vecror igoal & uno de bos componentes del veoor? (a) A= 20 + 5 (b) B= -3
) C= =5k

SUGERENCIAS PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS

Adicidn de vectores

Cuande pecesite adicionar dos o meds veolones, use este procedimbenio paso & paso;

#  Selecciome un sistema de coordenadas conveniente. {Trate de reducir el ndmers
bt commponentes qus necesite caloutar, mediane a scleceldn de epes para allnear
hnhnumu:rlucnmnmpm:ihlz:l.

®  Trace un hosqueps con levendas de los sectores descrisos en el problema,

¥ Encuentre los compomentes x e §de iodos bos vectores y los tes resubian-
tes (la adicidn algebralea de los componentes) en las direcclones e 5

¥ 5 es necesano, wse el teorema de Fi para hallar la magmind ded vector re-
sultante ¥ seleccione una funckn trigonomémica apropada para hallar e dngubo
ke el vector resulianie forme con &l gje 2

At B -

Flgura .18 Esm corsinscidn geo
metrica, para la adicidn de dos veoio-
rea, miesina la relacidn entee los

camponenies de ls resalane Ry
los componentes de los veciones indi-
vicluales,

A\ IADVERTENCIA!

33 Componentes xey
Las ecuaciones L8 v L0 asoctan ¢
cosenn del dngulo con el compao-
meemite 1y el weno del dngulo con ]
componenie k. Esio es verdadens
sis paorguee medimos e dngalo #
oon respecos al sje &, de modo gue
e e aprenda de memoria enas
ecuaclones, 5 #se mide con res-
et &l eje ¥ (oo on algunos
prodilemas), eskas eouaciones senin
incorrectas. Piense en owdl lado del
trifimgulo que comtiene los compo-
reenites e adyweenie al dngule y

oudl lado ex opusssin, v astgne el co-
v ¥ semo de acaerdo con esto.

A\ IADVERTENCIA!

34 Tangentes y
calculadoras

Generabmenite, la funcidn inversa
e tangente en caloaladorss da un
Angulo emtre =8y 45907, En cons
secuencia, sl el vector que el lecior
esrudie a¢ enouentrn en e segundo
o tercer cusdmnee, el dnguldo meds-
i desde el eje positben x serd el dn-
grile quie ejecute su caleubslora
s 150



AP 1 + Vectorss

Encuentre la suma de dos vectores A y B que se encuentran en
el plang xy v esein dados por

A=q2oi+20fim vy B=20i-40fim
m&mnmhﬂmpﬂnwpmﬂwh
probéema de sustnsckin, uwﬁndtmupmﬁnpn-
ﬂﬂmhnprmﬁngmnﬂﬁ-ﬂ.l+:ﬁl vemos que 4, =
20 my Ay = 20 m De igual modo, 8, = = =40 m.
Obaenemas o wector rtm]nnuﬁ:umﬂnh 514

R=A+B=(20+20im+ (20 - 40)jm
= (400 = 2.0f) m

R,=40m Ry=-20m

La masgmitued de B se encuentra con la ecuacidn 3016
R=VRI+RI ={d0m)* + (—20m)* =30 m
= 485m
Podemos hallar ks direceicm de B de ka eouacion 517

R -2 {m
= —t o — = =il
wnl = e = iom "“

Una caleulsdora pueds dar la respuesta -27° para @ =

tan ' —0,50), Esta respuesta €5 CoImecta & 13 inerpretamos oo |

m!?mﬂmﬂndﬂuﬁgimdﬂd:clcjzxﬂu:m&m

estindar ha sido citar los dngulos medidos en sentido contrario |

al glro de las manecillas de un relog desde el eje +5 v este dn-
gulo para este vector e i = 33%°

| metros parabelo al papel de

Una particubs experiments tres desplazambenios conseclivos;
d; = (150 + 30] + 12k) cm, & = (280 — 14 — 5.0k) cm ¥
dy = (= 131 + 15j) cm. Encuentre los componentes del des-
plazamiente resulmne vsu magninsd,

Solvcidn Los desplazimientos irsdimesiongles son s dific-
bes de kmaginar que los de dos dimensiones, porgue eseos G-
mis s pueden trazar en un papel Para este problema, concep-
tualizaremos que el lector empicza com su Kipiz en € ongen de
una hoja de papel de grificas sobre by que ha wraeado gjes x ¢ v
Muewa sy lipix 1% centimetros a la derecha a bo largo del eje 5
heego 30 centimetros hacia arrita 1o largo del eje g ¥ hoego 12
centimetros verikoalmende algdnds del papel de grificas. Esu da
el desplazamiento descrive por d;, De este punio, mueva su 13-
ﬁﬂmnﬁum:hdﬂnﬂm ln.ml:nl.:nlqe:.ll:enﬂ-
en la direceitn =y, v luege
54k eentimetros venscalments hacla abajo hacka ¢l papel de gri-
ficas. Esi wsted ahora en el iembo desde €] origen
descritg por dy + dy, Desde este punbe, mueva su Bipls 19 cen-
timeiros a la izquierda en la direccidn - x, § ([finalmenie!) 15
centimetros paralelo al papel de grificas a lo largo del eje 5 5

Una excursionisia inicia un viaje al caminar primero 2500 kikd-
metros al sureste desde su ann, 5= detiene ¥ arma s tienda de
campaiia pars pasar la noche, Al segundo dia, camina $0,0 kil
meiros en una direccsn HL0F al norie del esie, £ cuyo punio

descubre una tarre de guardabosque.

(A} Decermine las componenies del desplammisnio de kb ex-
cursionises para cada dia,

Solucidn Cmofiualsemas o mia &l waear un dibujo oo
mi ¢ de b figura 519, Si denotamos los veciores de

miento en  los dias primers ¥ segumdo por A vy B,
respectivamente, v usamns ¢l auto como € origen de coordena-
das, obite- nemos los vectores que s muestran en b figura 319,
Al wramar la resubtanie R, podemos abora ceificar fior oo
este problema como uno que ya resolvimos andes: una adicidn
de dios veciores. Esto delse dar una sugerenda del poder de cla-
shficar por categoria; muchos nuevws problemeas son muy seme-

pusiciin final estd en un desplazamienio d) + dy + dy desde el
e

A pesar de b dificulad de conceprualizar en es dimvensio-
res, podemine cienficar par catgrera esie prohlema coma un pro-
blema de sustituciin, debido a s cuidadosos méodos de
conabilidad quee hemos creado para vecroses, La mandpulacidn

miatemekibca da seguimien t de esie movimiensn a lo langs de los
tres gjes perpendicubines en una forma onganizda ¥ compact:

R=d +dytdy

= {15+ 2% — 18)icm + (30 — 14 + 15)j em
4 (12 = Bl + Ok om

= (25§ + 31j + 7.0k} cm

El desplaramiento resuliante tene componentes &, = 25 cm,
F= 31 em, and K, = 7.0 em. Su magnituel es

AR R R

= ¥(25cm)® 4 (81 cm)® & (T.0cm)? =

4l cm

j.p.pmn.prﬂ'blcmﬂ qu:j,nhem.nl reselin s enemos el cuids-
o de classhrarlos por cabegori.

Analizorerss este problema al wsar nuesira conocimbenio
de componenies vecinriales. El laramvientne A& ene una
magnitad de 250 kildmetros v el dirigido 4507 abajo del g
= positivee. [be las eopaciones 5.8 v 1.9, sus componenies son

Ay = Acos (—45.07) = {250 kmp (070} = 17.7Fkm

Ay = Asen{—450°) = (25,0 km){—0.707) = —17.7km

El valor negativa de A, indica
direccion y negativa el primer dia. Los signos de A, v A tm-
bifn som evidentes de |a figura 8,19,

El segunilo desplazamienio B tiene una magnitud de 4000
ken yes BO0F al nore del esse, Sus compaenenies son

la exoursionasi camdns en la |



| B, = Beos §0.0° = (4 km (0,500 = 30,0 km

B, = Been 6000° = (400 km] {0.866) =  34.6 km

(B} Determine las componentes del desplazambento resullane
R de la excursionisia pasa € viaje, Encuenire una expresidn pa-
ra R en términes de unidades veoioriales.

ot [T

FII.I'I IL‘II IE_}ETnp'I-n" 5] EI I:Inp'lmtnlrrﬂu-h—
call dle la excursbonisca e el verer R = & + B

Un avidn para viajeros [recuenies oma la mots que s& msssir
en la fgura 8,30, Primero veela desde ¢l origen del sissema de
coawrdenadas a la cindad A, sicuada 175 km en una direccién
W al norte del este. & comtimuscian, vuela 1535 km 20.0° al
ceste el norte a la crudad B, Finalmente, veela 195 km al oesie
| ala chudad C Encuentre la ubscacidn de la ciudsd C con res-

pectn al punte de partida.

| Solwcidr LUna ver mis, un dibujo conse el de la figura 5,20
| mos permite consgplnalizar ¢l problema. Es conveniente escoger
el sistema de coordencstdas mostrado en b Bgura 2020, doode el
| o x apunea al ewe v el ofe y apuma al pore, Denoicmos los
fres IEMNES COISeCREvas lis 'I.'EEH'H'EII...):FL
| Alhora clagfioar por cafegorin este prodlema como
i simuilar al cpemple 15 que ya lemos resucho, Hay dos difeven-
clas an:lpﬂ]ﬂ. Primers, estamos adicionando tres veoiores &n
| higar de dos. En segundo worming, el eenple 3.5 aos guic al
| pedir primera los componenies en la pare (A), El presene
epemiplo we fiene mecha guia v simplemente pide un resuliado.
| Mecesitanos analizar la situcion v escoger una inyeckara. Se-
| guiremos el mismee patrdn que seguimos en el ejemplo 15, oo
nmndnpu’hlhrlmmpnﬂmludrlmfrﬁmnmq]
¥ & El desplasamienio a tiene una magniad &e 175 km oy los
COIMHMIETIEES

a, = acos(3000% =

&, = asen(30.07 = (175 km} (0.500) = 875 km

{175 km) {1LBGG) = 152 km

El desplazamicnse b, cova magninsd es 155 km, dene los com-
[omembes

B, = beos(110°) = (158 km)(~0.942) = =528 km

f = fsend 11077 = {155 km{5%40) = 144 km

+ Componenies de un weoler § uncades wectonales L

Solucidn El desplammienio resulanie para el viaje R = & +
B tiene componentes dados por ks ecuacidn 15

Bo=A 4+ B, =177km + 200km = 37.7km

16.9 km

Ro= Ay

En forma de veciores unitarios, Pud:'r.nl escribir &l ﬂ.e-lpl:ln-
miEnin bl coama

B_'- =177 km 4 34.6 km =

R~ (%70 + 169]) km

Con las ecusciones 3,16 ¥ 317 encantramas que el vecior B tie-
ne Kna rl.aguirudﬂ: ll!'kmyﬂi-lir'g‘idn!ﬂl.l':] morte del
exie.

Finalicemos, Las unidades de B son b, gue o3 raponable po-
i i desplaeamlennio. 5 vemos s representaciin grifica de L
figura 319, csamamos que a posicikin final de la excursionise
e de umos (38 kim, 17 km), gue es consissente con bos compe-
nentes de B en puesire resubiade final. También, ambos com-
pnrr:nhﬂd.rlmpnlim pmuw fnmal en =]
primer cussdranie del sistema de quee tambén e
comstsuenie com |a fgura 5, 1%

Finalmente, €l desplazamiento €, cuva magnitud es 195 km, Ge- |
e Do COmpoNEnes |

ey = coos{180°) = {195 km){= 1} = — 195 km
o = cseni 1B = O

Por by G, Immmpmwnmdelmnnrd:pmiﬁﬁnld:d:
#l pumito de partids 2 la ciudad C son |

R,= g, + b + ¢, = 152 km = 523 km = 195 km
= =063 km

Ry=a+b+6=875km + 144 km + 0= 252 km

L pikmi |

Figura 3.20 (Ejemplo 5.6) El midn sale del ori-
grn. vurla primers a la cmdad A hiege a la ciadad
B v finalmene a la ciudad .
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En nomcidn de vectores wnitarios, K = 1—95.3i + 'ﬂ‘!i] ks,

Loy ] wse de lad ecuaciones 3146 v 117 encontramas gque el
vector B tene wiss magniud de 251 ke v et dingide 2357 al
neste del porie

Para fuadivar el prnh]-rm:. narees e el aidin puﬂb Ilf-_gar
a b ciodad © descle #] punto de partida al recorrer primeris
B8 lan & oesar ¥ lnego recorrer 252 kin al nore, O bien, po-
dria seguir una frayeciona reci al punto Cal wolar una disian-
cia i/ = 251 kin en una direceion 225 i geste del none.

L0nstt posarie oiT Desputs de otestizar an s cluedad C, ol pllcie
dasan regresar ol origen a ks largpo de una recta. dCudles son los
componartes del veclns gue represena aste desplaramianio?
LCuhl debena ser el rumbo del avitn?

Respuesta Fl vector deseado H es simplemente €] negativo
el viecenr H:

H=~R=(+953i = 752§ km

El mansha 8 encienira al caboulas o .1r'|H|I||| gl el vectar higne
can el g =

P — 282 m
mn s — = — = =9
i, 95.% m

Esio da un dngnlo de mombo de 8 =
sl

67,7, 0 67,7 al sur del

Las contidades excalares son aquellas que tenen sGlo un valor monérico y no tienen direc-
cidn asgcinda, Las camtbdadies vectorales desen magnined v diseccidn ¥ obediven las beves
de la agicidin veriorial. La m.:g;nil:l:lr] di wm vector es ri.ﬂulpn"um LMD posiii.

Caparula se miicsonan dos o meis vectores, wodos ellos deben wner s naiismas wiicdiacdes
resibos dleben ser o mismee |ipn- de canitdad, Podemas adicionar dos vecwores A v B gr.il'u -
mente. En este m&todo {figura 5.6). &l veotor resaltante B = A + B corre de ba oola die Ao
la pumica de B,

Lm s-rg'lmrl-n méraad die sdicionar veoinres im_'ll.l:.'r OO de= vecuores, El Coinp-
nentte Agen las xdel vecror & e igual a ba proyeccion de A a bo larga del sje & dee an sistensa
de coordenadas, conks 4o musstea en la ligrita A8 doade A, = Acos & F componenie A,
en Las ¥ del verior A es [rl'm'erri-l‘.m de A& a Lo I1rg-e1- el r:|-r' A donde A, = A sen # Debe el
lewbor isegrararse de podler determinar cudles funciones migonométncas debe nsar en timllas
las situacsomes, en especil cuando § se debne como alguna cosa difereme al dngulo en sen-
tidlo contrario al g de ls manecillas de on relo) desde o] e« pasiiva

Si un veclor A ilene un companentes A, en s @ v on componente A, en las %, &l vers
Lisr praede ser I:.tprcr-nlu en fonmma de vecones uniienos oo & = Al + A En esta noe
racidie, | es un vector unitario que apania en Ia :'I:n-':'mu :];m.unu, ¥ _1 5 L PECiir unigacio
e apumia en la direccidn y podaiia. Coma i xjmm vectores wnitarios, [i] = |_'|| = L.

Podemes hallar la resultanie de dos o s vectoves al reselver tedes s veotores en sus
componenies e §, adickonando sus componentss resulianies x e 3 ¥ luege nmr | teorema
de Fieagoras para allar la magnitud del vector resulimee. Con el wso de una tuncida trigo-
nom&inca .iprnpi.:.d.i. [wrdrmm haflar &l Angulo e el veriar resulianie forma com TESPECE
al je x

1.

s vechones tiemsen magniimdes iguales. (Poede sosoma ser cenod

Explicue.

4. Awiles dle Jod siguicnted st vectores y cudles no by s fuens,
temperura, € valumen de agua en una lam, el porcente de
suditorio de un programa de TV, kb alnes deoanoedificie, laovels

2, Puede la magninz] del desphoamienio de una particula ser ima-
v que la distancia recorrida® Expligue.

% L magninmles de dos vectores Ay Beon & = § unddades y 8= 2
umidades. Encuerire los vilones moiximo v minimo posibdes pam
b maggnitud del vecior resalune K= A+ K

cilad de ue muro depordee, L edad del aniversos

5. Un vecior & estd en el plano we jPam qué odentmrnmes de & s
rin negatmos. sus dos componentess 2 qof onemeciones tens
e SIS OpRiesios S colBponeites;



